Varijacioni postupak

Za prave prizmati¢ne Stapove najpogodnije je izvodenje matrice krutosti i vektora
ekvivalentnog opterecenja direktnim postupkom, na osnovu jasnog geometrijsko-
statickog znacenja.

Varijacioni postupak se zasniva na stavu o stacionarnosti odgovarajuceg funkcionala.

Za metodu deformacije radi se o funkcionalu potencijalne energije.

Aksijalno naprezanje

Aksijalno napregnut Stap ima dva stepena slobode, s toga se pomjeranje u pravcu ose Stapa u(x)
moZe aproksimirati samo pomocu linearnih funkcija:
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I N, (%) Matrica interpolacionih funkcija je:

o ]ne N=[V N2<x)]=[1—§ ﬂ




Vektor pomjeranja q u transponovanom obliku definisan je sa:

q :[% Q2]:[ui uk]

Linearna aproksimacija pomjeranja odgovara tanom rjeSenju homogene diferencijaln
jednacine aksijalno napregnutog Stapa:
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Potencijalna energija Stapa moze da se napise u sljede¢em obliku: 11T =A4- RS

Polazeci od izraza za deformacioni rad Stapa:
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vodeci raCuna da se radi o aksijalnom naprezanju, EF=const:
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Rad spoljasnjih sila koje djeluju na krajevima Stapa je definisan sa:
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Potencijalna energija Stapa dobija sljedeci obliku:
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Primjenom stava o stacionarnosti potencijalne energije dobija se:

EF
5£:0 :E(ql—qz)—RI:O R1:T(Q1_Q2)
o, !
EF
5220 DE(—ql‘qu)—RZ:O Rzz—(_Q1+QQ)
54, / /
Razvijeni matri¢ni oblik prethodnih veza je: |:R1:| _ EF |: - 1:| 9,
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Vektor ekvivalentnog opterecenja dobija se 1z uslova da je rad ekvivalentnog
opterecenja jednak radu stvarnog opterecenja koje djeluje na Stap:

0"q = | p(x)u(x)dx

Kada se u navedenu relaciju ubaci izraz za u(x)=N(x)q 1 skrati sa q dobija se:

0" = [ p(x)N(x)dx

Za slucaj ravnomjerno raspodijeljenog opterecenja p  dobija se:
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Za slucaj linearno promjenljivog opterecenja slijedi:
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Kada je spoljasnji uticaj temperatura duz ose Stapa t(x) tada iz jednakosti rada
ekvivalentnog opterecenja i rada usled temperature t(x):

0'q=[&,(x)N(x)dx

£,(x) = a,t(x)

du d
N(x) = EFE = EFE(N(x)q)
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Koja za slucaj dejstva konstantne temperature duz Stapa konstantnog poprecnog
presjeka postaje:
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Savijanje u ravni & .
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RjeSenje homogene diferencijalne jednacine Stapa optereCenog na savijanje, EI=const:
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matri¢ni oblik:

v=A«x
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Koeficijenti o, (i=1,2,3,4), generalisane koordinate, mogu da se odrede iz konturnih uslova
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x=0 v(0)=v;, V'(0)=g; x=1l v()=v; V()=g¢y
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Inverzijom prethodne relacije dobija se: 0 1 0 0
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Kada se u v=A a ubaci prethodna relacija dobija se:
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Elementi vektora N interpolacionih funkcija:

=[N,(x) N,(x) Ny(x) N,(x)]
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Znacenje interpolacionih funkcija

jednostavno se dobija kada se u izraz za i\ N3 (%)=
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Potencijalna energija Stapa: 171 =A4- RS

Prema i1zrazu za deformacioni rad dobija se:
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Deformacioni rad u matricnom obliku glasi: A= 5 q Tk q
Rad generalisanih sila u ¢vorovima Stapa je: RS =dq TR

Potencijalna energija jednaka zbiru deformacionog rada i potencijala generalisanih sila
u ¢vorovima:
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I1=A4-R, =5quq—RTq=5quq—qTR
Primjenom stava o stacionarnosti funkcionala potencijalne energije:

;1}:0 = kgq—R=0

dobija se veza generalisanih sila i generalisanih pomjeranja na krajevima Stapa:

kq=R

Da bi se odredili elementi matrice krutosti potrebno je odrediti druge izvode interpolacioni
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Vektor ekvivalentnog opterefenja dobija se iz uslova da je rad ekvivalentno

opterecenja jednak radu spoljasnjih sila koje djeluju duz ose Stapa.

Usled transverzalnog opterecenja p(x) dobija se:

0'q = j p(X)(x)dx = j P(X)N (x)gdx
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Kada na Stap djeluje ravnomjerno
raspodijeljeno optereCenje p, po
cijeloj duzini Stapa dobija se vektor

ekvivalentnog opterecenja u sljedecem O=p
obliku: ’
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Kada na Stap djeluje temperaturna razlika At(x) tada iz jednakosti rada slijedi:

0"q = [ x,(x)M(x)dx
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RAVNI NOSACI

Kod ravnih nosaca ose svih Stapova sa jednom od glavnih centralnih osa inercije
njihovih poprecnih presjeka leZe u ravni nosaca.

Opterecenje koje djeluje na nosac, takode, leZi u ravni nosaca.

Zavisno od nacina vezivanja Stapova u ¢vorovima ravni nosaci mogu biti:

Puni nosaci kod kojih postoji barem jedan ¢vor sa krutom vezom (ortogonal

okviri, kontinualni 1 simetri¢ni nosaci)
ReSetkasti nosaCi  kod kojih su sve veze $tapova zglavkaste

U prethodnom je objasSnjeno formiranje matrice krutosti i vektora ekvivalentnog ¢vornog
opterecenja Stapova koji su kruto ili zglavkasto vezani.

Ove relacije za Stapove osnova su za odredivanje matrice krutosti i vektora ekvivalentno
opterecenja sistema Stapova.

Na taj nacin formira se sistem jednacina iz kojih se odreduju pomjeranja i
obrtanja c¢vorova, zatim, reakcije oslonaca i onda sila u pojedinim
Stapovima.




Puni nosaci

Transformacija vektora generalisanih sila i pomjeranja iz lokalnog u globalni
koordinatni sistem

Do sada smo posmatrali Stap kao nezavisan element koji je izdvojen iz sistema 1 analizu
tog Stapa sprovodili u pravouglom koordinatnom sistemu x, y, z koji nazivamo lokalni
kordinatni sistem.

Koordinatni pocetak lokalnog koordinatnog sistema je u lijevom kraju Stapa, osa x se
poklapa sa osom Stapa, a y i z ose se poklapaju sa glavnim osama inercije poprecnog
presjeka.

Svaki Stap ima svoj lokalni kordinatni sistem x,, y, , pri Cemu je i oznaka Stapa:

Za analizu sistema elemenata neophodno je da se definiSe polozaj svakog Stapa u odnosu na
jedan zajednicki sistem koji se naziva referentni ili opsti ili globalni koordinatni sistem cije
ose oznacavamo velikim slovima, X, Y sistem.
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X, Sematski prikaz oznaka
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y Gy 5 Stapova i Cvorova ravnog
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\/ 1 41N % punog nosaca dat je na slici.
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Zbog toga je potrebno izvrSiti transformaciju vektora generalisanih sila, odnosno,
pomjeranja, i matrice krutosti Stapa iz lokalnog u globalni koordinatni sistem.

Na slici su prikazane sile i pomjeranja na krajevima Stapa u lokalnom (bez zvjezdice) 1
globalnom koordinatnom sistemu (sa zvjezdicom).
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IzvrSicemo transformaciju sila i pomjeranja.
Momenti i uglovi obrtanja su invarijante u odnosu na ova dva sistema.

Na slici su prikazane komponente vektora R 1
momenta M u lokalnom x,0,y i globalnom
X,0,Y koordinatnom sistemu.

N=N%*cosy+T *siny
I'=—N*siny+T *cosy
M=M*%
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Ukoliko se usvoje sljedece oznake: A =cosy

U =siny

Matricni oblik relacija je: ‘N1 [ 2
I'|\=\—-u

M| | 0

U sazetom obliku za kraj i vazi da je:

R =tR*

R. vektor generalisanih sila ¢vora i u lokalnom koordinatnom sistemu

gdje su:

1

R*. vektor generalisanih sila ¢vora i u globalnom koordinatnom sistemu

t matrica transformacije kraja i iz globalnog u lokalni koordinatni sistem

Za kraj k, takode, moZemo napisati:
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R, =tR *
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N =N*cosy+T*siny
T'=—N*siny+T *cosy
M=M*

_N*_
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Za §tap i-k, s obzirom na navedeno, vazi sljedeca relacija:

R=TR*




gdje su: N, | N*
T T, *
R. M R * M * t: 0
R: - = ! R*: - = _— T: --t- =
R, N, R *| | N.* 0' ¢
T, T*
_Mk_ _Mk *_

T matrica transformacije Stapa
t matrica transformacije vektora u ¢voru Stapa

Na sli¢an nacin, projektovanjem vektora R na komponente u pravcu osa globalnog

koordinatnog sistema X i Y dobija se:

N*| [A —u O N
T'*|=lu A 0T
M*| |0 0 1|M

Dobijena matrica transformacije jednaka je transponovanoj matrici t, pa se na sli¢an nacin koji

je naveden za Stap dobija da je:
R*=T" R

TT transponovana matrica matrice transformacije Stapa T




TT=T!

Uporedivanjem relacija zakljucije se da je:

R=TR* R*=T"R

slijedi stav da je matrica T ortogonalna

Vektor generalisanih pomjeranja i vektor ekvivalentnog ¢vornog opterecenja se transformis
iz lokalnog u globalni koordinatni sistrem na isti nacin kao i vektor generalisanih sila:

q=Tq* Q=TQ* g*=T"q O*=T'Q

U matrici T javljaju se kosinusi i sinusi uglova.
Y

Ugao je pozitivan ako je
orijentisan suprotno od kazaljke
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Transformacija matrice krutosti

Veza izmedu generalisanih sila 1 generalisanih pomjeranja definisana je sa:

R=kq R=TR*
q=Tq~
T'R*=kTqg*
Nakon mnoZenja prethodnog izraza, sa lijeve strane, élanom TT dobija se:
T'TR*=T"kTq*
S obzirom da je TIT=7""T=1

dobija se: R* — k K q k
pri ¢emu je: T
k*=T kT

k* matrica krutosti Stapa definisana u globalnom koordinatnom sistemu




Matrica transformacije za Stap tipa ,,g“

Za Stap koji je na lijevom kraju kruto a na desnom kraju zglavkasto vezan matrica
transformacije redukuje se na taj nacin Sto se brisu poslednja vrsta i poslednja kolona
iz ve¢ izvedene matrice transformacije T Stapa koji je obostrano kruto ukljeSten:

- _ A u

Mogu se napisati 1 sljedeCe veze, transformacija vektora generalisanih sila i matrice
krutosti, za Stap tipa ,,g*:

T T
Rg*:Tg Rg Qg*_Tg Qg
Ry =T, R, * Op =T, Op *

T
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